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Enoncés

Inégalités de convexité

Exercice 1 [01398] [correction]
Observer les inégalités suivantes par un argument de convexité.
a) Vo € [0,7/2], 2z <sinz <z b)VneN,Vz >0, 2" —(n+ Do +n>=0

s

Exercice 2 [01399] [correction]
Montrer que f :]1,+o0o[ — R définie par f(z) = In(Inz) est concave.
En déduire

x
V(z,y) €]1,+oo[*,In —;—y >+/Inz.Iny
Exercice 3 [01400] [correction]
Montrer T
n x ... x
vx17...7xn>0, 1 1 g ! =

oot E "
Exercice 4 [01401] [correction]
Soient p,q > 0 tels que % + i =1.
Montrer que pour tout a,b > 0 on a

a?  be

— 4+ —>ab

p q

Exercice 5 [03172] [correction]
Soient a,b € RT et ¢t € ]0, 1[. Montrer

a'bt "t <ta+ (1 —t)b

Exercice 6 [01404] [correction]
[Inégalité de Holder]
Soient p, g > 0 tels que

,_|_,:1
p q

a) En exploitant la concavité de z — Inz, établir que pour tout a,b € R* on a

b
Yalb< 22
p g

b) Soient ay,as, by, by € RT, déduire de ce qui précede :

1 df 1 bf

pal +ab " qb+0b]

a1b1
{/af +ab /b7 + 05

c¢) Conclure que

a1by + azbs < {/a’l’+a§{/bi‘+b3

d) Plus généralement, établir que pour tout n € N et tout aq, ..
a:

.,(In,bl,...

Exercice 7 [01403] [correction]
a) Montrer que x — In(1 + e*) est convexe sur R

b) Etablir
n 1/n
[T )

k=1

<

n 1/n

Vn € N* Vi, 29,...,2, € RT* 14 <
k=1

c¢) En déduire, pour tout n € N*, a1, as, .. ., b, € RT™, D'inégalité :

n 1/n n 1/n n 1/n
(H ak) + <H bk) < (H(akerk))
k=1 k=1 k=1

Exercice 8 X MP [02945] [correction]
Soient x1,...,Zn,Y1,-..,Yn des réels positifs.

Montrer que (21 ... )™ + (g1 yn)™ < (21 + 1) X -+

'1anablvb27"

X (T + yn))l/”.
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Corrections Exercice 4 : [énoncé]
La fonction z — Inx est concave. En appliquant I'inégalité de concavité entre a?

Exercice 1 : [énoncé] et b? on obtient

1 1
a) La fonction z + sinz est concave sur [0, /2], la droite d’équation y = z est sa In(=a” + =b?) > —Ina” + — In b*
tangente en 0 et la droite d’équation y = %x est celle supportant la corde joignant p 4 p 4
les points d’abscisses 0 et 7/2.
Le graphe d’une fonction concave est en dessous de ses tangentes et au dessus de
ses cordes.
b) La fonction x +— 2™t est convexe sur RT et sa tangente en 1 a pour équation
y=m+1)z—n.
Le graphe d’une fonction convexe est au dessus de chacune de ses tangentes.

puis I'inégalité voulue.

Exercice 5 : [énoncé]

La propriété est immédiate pour a = 0 ou b = 0.
Supposons désormais a, b > 0.

Par concavité de la fonction logarithme, on peut affirmer

In(ta+ (1 —t)b) 2 tlna+ (1 —¢)Inb
Exercice 2 : [énoncé]

f est définie et C* sur |1, +ool. et donc
a4l In(a’d*~") < In(ta + (1 —t)b)
!/ 1 nx
fx) = clne © fi(@) = - (zlnz)? puis I'inégalité proposée en composant avec la fonction exponentielle qui est
croissante.

f est concave.
Puisque f est concave :

f THY\ S f(@)+ fy) Exercice 6 : [énoncé]
2 - 2 a) Par la concavité de z — Inz, on a pour tout a,b > 0 et tout A € [0,1]
I'inégalité :

ie.
In(1 In(1 Al 1—=A)Inb<In(Aa+ (1 —MN\)b
ln<lnx+y>> n(lnz) + n(ny)zlnm na+ ( )In n(Aa + ( )b)
2 2 Appliquée & A = 1/p, elle donne
La fonction exp étant croissante : b
ln%%§ln<a+>
p g

In a:;—y > Inzxlny
puis I'inégalité voulue. Enfin celle-ci reste vraie si a = 0 ou b = 0.
b) 1l suffit d’appliquer I'inégalité précédente &
Exercice 3 : [énoncé] p

q
La fonction f : x — % est convexe sur RT™ donc a = il et b= bi
af + ab bi + b3
1‘ ... x x DRI a:‘
f( 1t ") < fle)+- + flzn) c¢) De méme on a aussi
n n
dod asba 1 ag 1 bg
ou < - z
n <xlT+' + & ¥/a? +ab /b7 + 0] " pai+ay  qbi+b5
X
Tyt o+ Ty n donc en sommant les inégalités obtenues puis en simplifiant on obtient celle

puis l'inégalité voulue. voulue.
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d) En reprenant 'inégalité du a) avec

p bq
a=— et b= —
> al > b
i=1 i=1

puis en sommant les inégalités obtenues, on obtient celle voulue.

Exercice 7 : [énoncé]
a) f:x— In(l4 e”) est définie et C* sur R.

X

/ € " €
= = — - - >
F@)= g =1 o @ @) = gy 20
f est donc convexe.
b)
f(a1+~~+an> < fla)+- 4 flan)
n n
donne
In (1+ea1+ +an) 71n <H1+eak>
puis

1/n
a1+ +an a
14+e ™ = <H1+e ’€>

qui donne 'inégalité voulue en partant de ay = In xy.
¢) En factorisant

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
k
(H ak> + <H bk) < (H ak> 1+ < ak)
k=1 k=1 k=1 k=1

puis en vertu de ce qui précede

n 1/n n 1/n n 1/n n b 1/n
(f1) (1) =(e) ()
k=1 k=1 k=1 R
n 1/n n 1/n n 1/n
({1) (1) = ()
k=1 k=1 k=1

puis

Exercice 8 : [énoncé]

Si 'un des x; ou des y; est nul, la relation est immédiate. On suppose désormais
i, y; > 0.

En divisant par (zj ... mn)l/ " la propriété demandée équivaut &

14 (ag...an) Un < <((Ql+aq)...(1+ an))l/" pour tout «; > 0. Etablissons cette
identité.

Considérons la fonction f : z — In (1+ e ).

f est dérivable et f'(z) = @ =1- H_—x. La fonction f’ est croissante donc f

est convexe.
Par D'inégalité de Jensen : Vay, ..., a, € R, f (2E2t0m) <L (f(ar) + -+ flay)).
Pour a; = In a;, on obtient

In (1 + e%(llla1+"'+(1n)> < % (ln(l + 061) 4+ ln(l + Oén))

puis In <1+(o<1~~-ozn)1/n) <In((1+a1)...(1+an)/"
et par la croissance de la fonction exponentielle, on obtient
1+ (ar...oan)/" < (M4 a1)...(1+an)/™
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